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m [heTuring Lab

Multidisciplinary team: mathematics didactics and computer

science (http://turing.scedu.umontreal.ca) Do

Cycles

Z Validation des graphes

Development of tutorial systems since 2009

Validation des messages discursifs
+ Développement des profils d'intervention

_ - Expérimentation

ttttttttt des messages P 7 + Développement des messages discursifs

and completion of the tutor software QED-Tutrix oo

Our work is focused mainly on didactic and cognitive interactions:

— From the idea of mathematical work in schools and the theory of
mathematical working spaces (Kuzniak & Richard, 2014, and very more...)

— And based on adaptive research approaches that encourage suitable
mathematical working spaces (iterative and convergent processes)
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-
m QED-Tutrix

e Software providing an interface to solve high school level
geometry proof problems

e Handles the whole solving process (ex. exploration, reasoning,
writing)

e |s able to provide customized help during the solving process, if
necessary, related to the student's mathematical work

e The tutor must know a priori the various possible resolution paths
to be able to anticipate the student’s steps (inferential approach)
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Qed-Tutrix X + - X

< C @ localhost:4200 B Q % &

< QED-Tutrix

Démontrer qu'un quadrilatére ayant 3 angles droits est un rectangle. B
R4 . (:) @ & X sz g Comme S:AD est perpendiculaire a S:CD, et S:BC est perpendiculaire a S:CD, alors, selon la propriété qui dit
— P .« * v « », .

s Comme ,et ,alors, selon la propriété quidit«_____ », S:AB est perpendiculaire a
® .- X SBC.
@ 5o X o Comme , S:AD est perpendiculaire a S:CD, S:BC est perpendiculaire a S:CD, et S:AB est perpendlculalre a

S:BC, alors, selon la propriété qui dit «Un rectangle est un quadrilatére ayant quatre angles droits»,

® - x

Enoncés mathématiques

[Prof. Turing] :) Bon départ! -

[Eleve] : S:AB est perpendiculaire 2 S:BC
[Prof. Turing] :) Ga va bien.

[Eleve] : S:BC est perpendiculaire a S:CD
[Prof. Turing] :) Jai hate de voir la suite.

Quel résultat peut découler de I'utilisation de la justification suivante : Un rectangle est un quadrilatére ayant quatre angles droits, en prenant en compte les antécédents suivants : S:BC est perpendiculaire a

[Prof. Turing] S:CD, et S:AB est perpendiculaire a S:BC?

[Prof. Turing] Quel résultat concernant la nature du quadrilatére Q:ABCD peut-étre déduit?
[Eleve] : S:AD est perpendiculaire a S:CD
[Prof. Turing] 1) Je pense avoir reconnu ta stratégie, tu peux maintenant consulter I'onglet rédaction
Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix 4
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Qed-Tutrix X + — X

& C  @® localhost:4200 R Q@ % &

< QED-Tutrix

Démontrer qu'un quadrilatére ayant 3 angles droits est un rectangle. B
R . (:) @ & X 2 g Comme S:AD est perpendiculaire a S:CD, et S:BC est perpendiculaire a S:CD, alors, selon la propriété qui dit
—v ¢ )L v « », .
res Comme ,et ,alors, selon la propriété quidit«_____ », S:AB est perpendiculaire a
@® « o X S:BC.
@ 5o X o Comme , S:AD est perpendiculaire a S:CD, S:BC est perpendiculaire a S:CD, et S:AB est perpendlculalre a
: S:BC, alors, selon la propriété qui dit «Un rectangle est un quadrilatére ayant quatre angles droits»,
O y = 90° X
O  a23x-012 1 X
O bo12i 23y -364 X
m > Deux triangles ayant des bases et des hauteurs homologues congrues ont la méme aire
> Sideux triangles ont une méme aire et une hauteur de méme mesure, les bases associées a ces hauteurs sont elles aussi congrues
Recherche > Sideux triangles ont une méme aire et une base de méme mesure, les hauteurs associées a ces bases sont elles aussi congrues
» > Laire a d'un triangle de base b et de hauteur h est donnée par la formule : a = (b*h) / 2
Aire
Base
Congru / Isométrique ivani

Egalité/égale égaux It-6tre déduit?

o000

Hauteur
Homologue + Sulter l'onglet rédaction
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Qed-Tutrix X +

& C  ® localhost:4200

< QED-Tutrix

Démontrer qu'un quadrilatére ayant 3 angles droits est un rectangle.

AL OO 4L N

C) a N X
@ -9 X
® V-w X
O a23x-012 - 1138 X
O  boaxi2 364 X
L'angle est le supplément de I'angle

[Prof. Turing] Salut! A toi de jouer

[Prof. Turing] As-tu bien lu I'énoncé? Relis-le au besoin et étudie bien la figure fournie

[Prof. Turing] As-tu bien ciblé ce que tu cherches a démontrer?

[Prof. Turing] Quels éléments de I'énoncé peuvent t'étre utiles pour amorcer ta démonstration?
[Eleve] : Un rectangle est un quadrilatere ayant quatre angles droits

[Prof. Turing] ) Bon départ!

[Eleve] : S:AB est perpendiculaire a S:BC

[Prof. Turing] :) Ga va bien.

[Eleve] : S:BC est perpendiculaire 2 S:CD

[Prof. Turing] :) J'ai hate de voir la suite.

Comme S:AD est perpendiculaire a S:CD, et S:BC est perpendiculaire a S:CD, alors, selon la propriété qui dit
« »

Comme ,et , alors, selon la propriété qui dit « », S:AB est perpendiculaire a
SBC.
Comme , S:AD est perpendiculaire a S:CD, S:BC est perpendiculaire a S:CD, et S:AB est perpendlculalre a

S:BC, alors, selon la propriété qui dit «Un rectangle est un quadrilatére ayant quatre angles droits»,

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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m \What's going on under there

Hypothesis
Hypothesis 1 Hypothesis 2 Hypothesis 1 Hypothesis 2 Hypothesis 3 Hypothesis 1 Hypothesis 2 Hypothesis 3 of the
problem
A ‘
‘ “
@ Justification 2 |
l |
4 \
[ Result 1 ] ‘ Result 2 ‘ 1
)
Justification 4
A ‘ Conclusion
““‘Conclus:on“x\ of the
: problem
a. An inference b. A proof

c. The graph of the problem
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What could be going on under there
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Inferential approach: on justifications

Université r'} L

de Montréal
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Discursive justification

Antecedents Justification Consequent

A, Band C

Euclid's
Axiome
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Any other?

Antecedents

What happens if some inferences are justified by an interacting
technological tool, such as calculations (numerical or symbolic), the
construction or animation of a dynamic figure, the execution of an
algorithm, the creation of a recognized mathematical process, the use of
an automated reasoning tool or the modelling of a real-life situation?

Justification

Consequent

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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Issues and challenges in instrumental proof
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On mathematical work at school
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Questions and discussion

See appendices for more information

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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The realization of a proof support system in a
process of adaptation to the human perspective

Ludovic Font
Philippe R. Richard ® Othmane Farid ¢ Sébastien Cyr ¢ Michel Gagnon ¢ Fabienne Venant



o
m Generation of a problem’s solutions

e Automated generation based on logic programming:
— >> the problem statement, i.e., hypotheses and conclusion, and a
set of properties / definitions
— Output >> the set of all possible proofs

e The problem statement must be encoded

e The generated proofs are based on a given referential (Kuzniak &
Richard, 2014)

e This referential can vary depending on the teacher, the course, the
level, the didactic contract, etc.

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
Philippe R. Richard ¢ 2020-02-28
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o
m Knowledge extraction from a problem

M statement

e Extraction, from a textual source, of a problem hypotheses and
conclusion

e Many linguistic and mathematical variations in the wording

° X and Y are equidistant from A and B. Prove that (XY) is
the perpendicular bisector of [AB]

o A and B are points on line /. The point X is at the same
distance from point A and from point B. The same is true for point
Y. Show that the line on which X and Y are is the perpendicular
bisector of line /.

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
Philippe R. Richard ¢ 2020-02-28
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m Knowledge extraction from a problem
M statement

Extraction based on an
ontology describing
geometric entities and
relations

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
Philippe R. Richard ¢ 2020-02-28
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Knowledge extraction from a problem

statement . |
Extraction based on an |‘7 \
ontology describing
geometric entities and
relations

ite
dac viontr¢

19
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o
m Knowledge extraction from a problem

M statement

Two goals

e Maximal coverage (recall) of the extracted hypotheses, both
explicit and implicit:
— Inexamples 1 and 2, the fact that X, Y, A and B are distinct point is not
explicit

e Uniform representation of the extracted knowledge despite the
mathematical and linguistic variations between two similar
problem statements

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
Philippe R. Richard ¢ 2020-02-28
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=
m | heinferential shortcuts

X and Y are equidistant from A and B. Prove that (XY) is the
perpendicular bisector of [AB]

X equidistant from A and B Y equidistant from A and B

X distinct from Y X equidistant from A and B Y equidistant from A and B

A point equidistant from two points is
on the perpendicular bissector of the
segment between these two points

A point equidistant from two points is on
the perpendicular bissector of the
segment between these two points

There is one and only one line that
goes through two points

(XY)is aline

A point equidistant from two points is
on the perpendicular bissector of the
segment between these two points

Xison the perpendicular
bissector of segment [AB]

Y is on the perpendicular
bissector of segment [AB]

(XY) is the perpendicula>\

bissector of [AB]

If two points are both on a particular line, this
line is the same line as the one passing
through both points

v

(XY) is the perpendicular
bissector of [AB]

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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- .
m | hereferential

e For the structuring of the system, the referential (in the meaning
of Kuzniak & Richard, 2014) is made up by a set of definitions and
properties characteristic, resulting from mathematical work

e In Quebec, teachers are free to choose their referentials as long as
they meet the minimum requirements of the official mathematics
curriculum (http://www.education.gouv.gc.ca/)

e This leads to a dynamic referential that must be introduced in the
system to reflect the reality of the classroom (intention to adapt to
didactic contracts)

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
Philippe R. Richard ¢ 2020-02-28
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Appendix 2

The modelisation of the possible proofs for high school geometry
problems in the tutoring software QED-Tutrix

Ludovic Font
Michel Gagnon ¢ Nicolas Leduc ¢ Pascal-Alexandre Morel ¢ Philippe R. Richard ¢ Michele Tessier-Baillargeon



-
m A typical high school problem

. (easily explained in a slide show to shed light on the main issues)

“Prove that a quadrilateral with three right angles is a rectangle”

D
A
90° ‘?
90°
90°

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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< QED-Tutrix

Démontrer qu'un quadrilatére ayant 3 angles droits est un rectangle. a
R : O] @ .4'; x 22 Comme S:AD est perpendiculaire a S:CD, et S:BC est perpendiculaire a S:CD, alors, selon la propriété qui dit
« », .

s Comme ,et , alors, selon la propriété qui dit « », S:AB est perpendiculaire a
@® o« X SBC.
@ - X o Comme_____,S:AD est perpendiculaire a S:CD, S:BC est perpendiculaire a2 S:CD, et S:AB est perpendlculalre a

) S:BC, alors, selon la propriété qui dit «Un rectangle est un quadrilatére ayant quatre angles droits»,

® v-w X

O bo12e: 23y - 364 X

Enoncés mathématiques

[Prof. Turing] :) Bon départ! -
[Eleve] : S:AB est perpendiculaire & S:BC
[Prof. Turing] :) Ca va bien
[Eleve] : S:BC est perpendiculaire 2 S:CD
[Prof. Turing] 1) J'ai hate de voir la suite
[Prof. Turing] Q‘ue[ résultat peut découler de | utmsat[on de la justification suivante : Un rectangle est un quadrilatére ayant quatre angles droits, en prenant en compte les antécédents suivants : S:BC est perpendiculaire a
S:CD, et S:AB est perpendiculaire a S:BC?
[Prof. Turing] Quel résultat concernant la nature du quadrilatére Q:ABCD peut-étre déduit?
[Eleve] : S:AD est perpendiculaire a S:CD
[Prof. Turing] :) Je pense avoir reconnu ta stratégie, tu peux maintenant consulter I'onglet rédaction.

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix 25
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=
m |nother words

e To anticipate the students’ behaviour, a structure containing all the
ways to solve the problem is needed, not only the shortest proof

e Our model stores such a set of proofs in a graph

e This graph:
- Is then updated to follow the student’s progress

— Can be analyzed to find the proof the student is currently working on
- Is explored to propose, if needed, tutorial messages based on the
(estimated) student’s mathematical work

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
Philippe R. Richard ¢ 2020-02-28
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An example of proof

1. Since AB and AD are perpendicular, and AD and CD are perpendicular,
then, using the property “two line perpendicular to a third are parallel”,
we conclude that AB and CD are parallel.

2. Since BC and CD are perpendicular, and AB and CD are parallel, then,
using the property “If two lines are parallel, any line perpendicular to
one is perpendicular to the other”, we conclude that AB and BC are
perpendicular.

3. Since AB and AD are perpendicular, AD and CD are perpendicular, BC and
CD are perpendicular, and AB and BC are perpendicular, then, using the
definition “a rectangle is a quadrilateral with four right angles”, we
conclude that ABCD is a rectangle.



BC est
perpendiculaire

aCD
AB est
paralléle a CD
Si deux droites sont paralléles,
toute perpendiculaire a I'une est
perpendiculaire a l'autre
-
AB est
perpendiculaire
aBC
Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix 28
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BC est AD est AB est
perpendiculaire perpendiculaire perpendiculaire
acCbD aCD aAD

' -
Deux droites perpendiculaires
a une méme troisieme sont
paralléles entre elles

»

AB est
parallele a CD

Si deux droites sont paralléles,
toute perpendiculaire a 'une est
perpendiculaire a l'autre [

-

AB est
perpendiculaire

aBC

v

Un rectangle est un
quadrilatere ayant quatre
angles droits

- - A

ABCD estun
rectangle

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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ABCD est un

—

BC est AD est
e erpendiculaire perpendiculaire
uadrilatere p 3 A
q aCb aCbh
/ e O P
ya Deux droites perpendiculaires
/ a une méme troisiéme sont
/
/
4 , /

La-somme S des mesures des angles / |

intérieurs d'un polygone a n cotés est
donnée par a formule : S = (n — 2180

—_paraliéles entre elles

v
S ' AD est
/ ‘ parallele a BC
y .
_ toute perpendiculaire & I'une est
~—perpendiculaire & l'autre -

'r""“‘“ 7S

AB est )
perpendiculaire ‘

Sidéux droites sont paralléles
toute perpendiculaire a I'une est
perpendiculaire a l'autre

Un quadrilatére dont les
angles opposés sont congrus est

un parallélogramme

e —d—
~Deux droites perpendiculaires-_

aune méme troisiéme sont
—_paralléles entre elles

AB est
paralléle a CD

K)

Un parallélogramme est un
quadrilatére dont les cotés opposés

sont paralléles

»7
ABCD est un
parallélogramme
Ve

P IRrar S Les angles opposés d'un

Un'rectangle estun R parallélogramme sont congrus

C quadrilatére ayant quatre

. anglesdroits 7
\ A
\ Un parallélogramme ayant
\
\

un angle droit est un rectangle - v -
== ) Un parallélogramme ayant

4

Un parallélogramme ayant

un angle droit est un rectangle
un angle droit est un rectangle

—Ah 4

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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ABCD estun
*_ rectangle

v

Un parallélogramme ayant un

angle droit est un rectangle

E——

AB est

perpendiculaire

aAD |
t
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ABCD is a

. BC L CD AD 1L CD
quadrilateral G4 e
// Two lines that are perpendicular
\ // to a third line are parallel

The sum S of the interior angles
of a polygon with n sides is given /
by the formula : S =(n-2)x180° /

If two lines are parallel,
all lines perpendicular to one are
perpendicular to the other

Arectangle is a \
quadrilateral having four |

|

right angles I
A Ya
A parallelogram with
aright angle is a rectangle
\. )

\l
AD // BC

If two lines are parallel,

all lines perpendicular to one are
perpendiculﬁr to the other

) o — |
— i
A quadrilateral whose ‘;’ |

opposite angles are congruent is
a parallelogram

The opposite angles of a
parallelogram are congruent

AB LAD
Two lines that are perpendicular |
to a third line are parallel /
/ ,/'b
» /

AB// CD

A parallelogram is a
quadrilateral in which the opposite
sides are parallel

ABCD is a
parallelogram

v A parallelogram with '

A parallelogram with

. arightangle is a rectangle

‘\' - _

ABCD is a
rectangle

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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aright angle is a rectangle

A parallelogram with
aright angle is a rectangle
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-
m [ypical HPDIC uses

e Storing the student’s progression in the resolution of a problem
e Listing the n most advanced proofs

e Identifying the next tutorial message in case the student is stuck

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
Philippe R. Richard ¢ 2020-02-28
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BC est
perpendiculaire

ABCD est un

quadrilatére aco

|

Lasomme S des mesures des angles
intérieurs d’'un polygone a n cotés est
donnée par la formule : S = (n — 2)x180°

Si‘deux droites sont paralléles;
toute perpendiculaire a l'une est
perpendiculaire a I'autre

perpendiculaire

‘ AB est
aBC

y

Un rectangle est un
quadrilatere ayant quatre
angles droits

Yo

Un parallélogramme ayant
un angle droit est un rectangle

- . »4 i
Deux droites perpendiculaires
a une méme troisieme sont
paralleles entre elles

\ |

AD est
parallele a BC

Sideux droites sont paralléles;
toute perpendiculaire a I'une est
perpendiculaire a l'autre

| 4

Un quadrilatére dont les
angles opposés sont congrus est
un parallélogramme

e
Les angles opposés d'un

parallélogramme sont congrus

\ 4

Un parallélogramme ayant
un angle droit est un rectangle

b4
ABC tun
re le

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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perpendiculaire

AB est

aAD
- \
Deux droites perpendiculaires
a une méme troisieme sont
paralléles entre elles

»

AB est
paralléle a CD

Un parallélogramme est un
quadrilatere dont les cotés opposés
sont paralleles

»Y
ABCD est un
parallélogramme

\ 4

Un parallélogramme ayant '
un angle droit est un rectangle .

Un parallélogramme ayant un
angle droit est un rectangle

perpendiculaire
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ABCD est un
quadrilatere

|

La somme S des mesures des angles
intérieurs d'un polygone a n cotés est
donnée par la formule : S = (n — 2)x180°

Si'deux droites sont paralléles;
toute perpendiculaire a l'une est
perpendiculaire a 'autre

AB est
perpendiculaire
aBC

y

Un rectangle est un
quadrilatere ayant quatre
angles droits

Yo

Un parallélogramme ayant v
un angle droit est un rectangle

BC est AD est
perp 2 Jlaire
C acb

a4
Deux droites perpendiculaires
a une méme troisiéme sont
paralléles entre elles

\ |

AD est
paralléle a BC

Sideux droites sont paralléles;
toute perpendiculaire a 'une est
perpendiculaire a l'autre

—Un quadrilatére dont les
angles opposeés sont congrus est
—_un parallélogramme__

: | SR
Les angles opposés d’un
parallélogramme sont congrus

Un parallélogramme ayant
un angle droit est un rectangle

F W
ABC tun
re le

Understanding and creating to better understand instrumental proof using QED-Tutrix
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Un parallélogramme ayant
un angle droit est un rectangle -
- Un parallélogramme ayant un
angle droit est un rectangle

perpendiculaire

Deux droites perpendiculaires
a une méme troisieme sont
paralleles entre elles

»

AB est
paralléle a CD

.
Un parallélogramme est un

quadrilatére dont les cotés opposés
sont paralléles

ABCD est un
parallélogramme
— y

| 4

v

/
perpe 3 laire
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BC t
ABCD est un ' ' .
S er aire er 8 Jlaire

quadrilatere per] X7 perp

T - M -
Deux droite :ndiculaires Deux droite endiculaires
aune mén 4 ieme sont [ aune mél 4 sieme sont
‘ paralleles entre elles parallé/es entre elles
La somme S des mesures des angles ' »
donnee.par Ia TonmUla : = (~ 2180° 9! Ab est
& mule : S = (n=2) pars ABC paralléle & CD

* L

Sideux droites sont paralléles;
toute perpendiculaire a l'une est
perpendiculaire a l'autre

Si deux droites sont paralléles;
toute perpendiculaire a I'une est
perpendiculaire a |'autre

Un parallélogramme est un

sont paralleles

AB est
perpendiculaire
aBC
‘ Un quad dont les
angles oppos 6 it congrus est
un par ramme
Y
ABCD estun
parallélogramme
| s ]
v Les angles opposés d'un

Un rectangle est un
quadrilatére ayant quatre
angles droits

Ya
Un parallé ime ayant
un angle drc In rectangle

Un parallé
un angle dre
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parallélogramme sont congrus

| 4

v Un parall¢ 5 nme ayant \

un angle dr un rectangle
5 ime ayant Un parallélc
In rectangle angle droit
ABC tun

re le

quadrilatére dont les cotés opposés

e
perpe 3 laire

I

v

5 1e ayant un
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Short conclusions

* The HPDIC graph can represent a set of proofs to a given problem

* It allows the representation of “real” proofs, as they appear in class

e QED-Tutrix uses the HPDIC graph of a problem to evaluate the mental
state of a student, and to anticipate his resolution process
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Work to come and projection towards the

future
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Thanks for your attention |
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